À. Áëèíêîâ

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé îáùåãî âèäà

Ïðèìåð 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà R è óðàâíåíèå f(x) = x íå èìååò êîðíåé, òî óðàâíåíèå f(f(x)) = x òàêæå íå èìååò êîðíåé.

Ïðèìåð 2. Öèðêîâàÿ ëîøàäü, ïî êîìàíäå äðåññèðîâùèêà, ïëàâíî íà÷èíàåò áåã ïî îêðóæíîñòè àðåíû â òî÷êå À è, ïðîáåæàâ êðóã, ïëàâíî îñòàíàâëèâàåòñÿ â òîé æå òî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè àðåíû, êîòîðûå ëîøàäü ïðîõîäèò ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ.

Îáîáùåíèå. Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è f(a) = f(b), òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàéäåòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ õîðäà äëèíû � EMBED Equation.3  ���. 

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà íåêîòîðîé ñôåðå, òî íà ýòîé ñôåðå íàéäóòñÿ äâå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè Ð è Ð’, äëÿ êîòîðûõ f(P) = f(P’) è g(P) = g(P’).

Ïðèìåð 3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè èìååò õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.

Òåîðåìà. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñòåïåíü êîòîðîãî îòëè÷íà îò íóëÿ, èìååò õîòÿ áû îäèí êîìïëåêñíûé êîðåíü.





Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî

à) åå ãðàôèê êîòîðîé íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè èìååò îáùóþ òî÷êó ñ ëþáîé ïðÿìîé; 

á) êàæäîå äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå îíà ïðèíèìàåò ðîâíî òðè ðàçà?

2. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [0; 3], ó êîòîðîãî íåò ãîðèçîíòàëüíîé õîðäû äëèíû 2.

3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b] è åå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïðèíàäëåæèò ýòîìó æå îòðåçêó. Äîêàæèòå, ÷òî íà ýòîì îòðåçêå óðàâíåíèå f(x) = x èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

4. Âåðíî ëè, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè îäíîãî èç êîýôôèöèåíòîâ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ åãî íàèìåíüøèé êîðåíü òàêæå èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî?

5. Ïóñòü f(x) – íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí íåíóëåâîé ñòåïåíè. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî óðàâíåíèå f(x) = a ïðè ëþáîì çíà÷åíèè a èìååò ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé?

6. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) òàêîâà, ÷òî äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: � EMBED Equation.2  ���. Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) îáÿçàòåëüíî èìååò òî÷êè ýêñòðåìóìà?

7. Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå R è äëÿ ëþáîãî x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî: f(x + 1)(f(x) + f(x + 1) + 1 = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.

8. Î ôóíêöèè f(x), îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå R, èçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþáîì a > 1 ôóíêöèÿ f(x) + f(ax) íåïðåðûâíà íà R. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) òàêæå íåïðåðûâíà íà R.

9. Ïóñòü P(x) – ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå P(P(x)) = 0 èìååò íå ìåíüøå ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, ÷åì óðàâíåíèå P(x) = 0. 

10. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàôèê íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ õîðäó ëþáîé äëèíû.

11. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è � EMBED Equation.3  ��� = 0, òî óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò êîðåíü íà îòðåçêå [a; b]. 

á) Êîýôôèöèåíòû êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ax2 + bx + c = 0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 2a + 3b + 6c = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðåíü íà ïðîìåæóòêå (0; 1).

â) Ñêîëüêî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ x èìååò ãðàôèê ôóíêöèè âèäà � EMBED Equation.2  ���, ãäå n(N, k(N, ai(R, bj(R? 




