À. Áëèíêîâ


Ïîìîãàåò ãåîìåòðèÿ


Èçáðàííûå çàäà÷è èç êíèæêè À. Áëèíêîâ «Ãåîìåòðèÿ â íåãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ» 


(ñåðèÿ «Øêîëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè»)


1.1. (À. Øåíü) Ïî øîññå â îäíó ñòîðîíó äâèæóòñÿ ïåøåõîä è âåëîñèïåäèñò, â äðóãóþ ñòîðîíó – òåëåãà è ìàøèíà. Âñå ó÷àñòíèêè äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè (êàæäûé ñî ñâîåé). Âåëîñèïåäèñò ñíà÷àëà îáîãíàë ïåøåõîäà, ïîòîì ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñòðåòèë òåëåãó, à ïîòîì åùå ÷åðåç òàêîå æå âðåìÿ âñòðåòèë ìàøèíó. Ìàøèíà ñíà÷àëà âñòðåòèëà âåëîñèïåäèñòà, ïîòîì ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñòðåòèëà ïåøåõîäà, è ïîòîì åùå ÷åðåç òàêîå æå âðåìÿ îáîãíàëà òåëåãó. Âåëîñèïåäèñò îáîãíàë ïåøåõîäà â 10 ÷àñîâ, à ïåøåõîä âñòðåòèë ìàøèíó â 11 ÷àñîâ. Êîãäà ïåøåõîä âñòðåòèë òåëåãó?


1.2. Ðàâíîóñêîðåííî äâèæóùèéñÿ àâòîìîáèëü óâåëè÷èâàåò ñâîþ ñêîðîñòü íà íåêîòîðîì ïðÿìîëèíåéíîì ó÷àñòêå äîðîãè ñ v1 äî v2. Íàéäèòå ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ â ñåðåäèíå ýòîãî ó÷àñòêà.


1.3. Äâà ïëîâöà, ñòàðòîâàâ èç ðàçíûõ òî÷åê ñ îäíîãî áåðåãà îçåðà, ñòðåìÿòñÿ äîïëûòü äî áóéêà, äâèãàÿñü ïðÿìîëèíåéíî ïî íàïðàâëåíèþ ê íåìó ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè. Â 10 ÷àñîâ 35 ìèíóò ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîâöàìè áûëî 300 ìåòðîâ, â 10 ÷ 36 ìèí îíî ñîêðàòèëîñü äî 200 ìåòðîâ, à â 10 ÷ 37 ìèí ñòàëî ðàâíûì 100 ìåòðîâ. Âåðíî ëè, ÷òî ïëîâöû ïðèïëûâóò ê áóéêó îäíîâðåìåííî?


2.1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à ðàçíîñòü êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2 – 6x + 12 + a2 – 4a = 0 ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå?


2.2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: � EMBED Equation.3  ���.


2.3. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: � EMBED Equation.2  ���.


2.4. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x, y è z óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå: � EMBED Equation.3  ���. 


Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ xy + 2yz + 3zx.


2.5. (Ã. Ôèëèïïîâñêèé) Ðåøèòå óðàâíåíèå: � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� = 8.


3.1. Ïóñòü à, b è ñ – íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî abc ( (a + b – c)(a + c – b)(b + c – a).


3.2. Êàæäîå èç ÷èñåë à, b, c è d ëåæèò íà îòðåçêå [2; 4]. Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: 


25(ab + cd)2 ( 16(a2 + d2)(b2 + c2).


3.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 0 < x < 1, 0 < y < 1 è 0 < z < 1, òî x(1 – y) + y(1 – z) + z(1 – x) < 1.


3.4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ � EMBED Equation.2  ���.


4.1. Íàéäèòå âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé: � EMBED Equation.2  ���.


4.2. (È. Øàðûãèí) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ( + ( + (  = ( (( > 0, ( > 0, ( > 0), òî sin( + sin( > sin( .


4.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (, ( è (  – îñòðûå óãëû, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà (, òî sin( + sin( + sin(  ( sin2( + sin2( + sin2(.


5.1. (È. Øàðûãèí) Ðàññìîòðèì âñå ïàðàáîëû y = x2 + px + q, ïåðåñåêàþùèå îñü àáñöèññ â äâóõ òî÷êàõ. ×åðåç òðè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàæäîé ïàðàáîëû ñ îñÿìè êîîðäèíàò ïðîâåäåì îêðóæíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì ïðîâåäåííûì îêðóæíîñòÿì.


5.2. (Í. Êîíñòàíòèíîâ, Ä. Øíèðåëüìàí) Â íåêîòîðîì ãîðîäå ðàçðåøàþòñÿ òîëüêî ïàðíûå îáìåíû êâàðòèð (åñëè äâå ñåìüè îáìåíèâàþòñÿ êâàðòèðàìè, òî â òîò æå äåíü îíè íå èìåþò ïðàâà ó÷àñòâîâàòü â äðóãîì îáìåíå). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ñëîæíûé îáìåí êâàðòèðàìè ìîæíî îñóùåñòâèòü çà äâà äíÿ. (Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè ëþáûõ îáìåíàõ êàæäàÿ ñåìüÿ êàê äî, òàê è ïîñëå îáìåíà çàíèìàåò îäíó êâàðòèðó, è ÷òî ñåìüè ïðè ýòîì ñîõðàíÿþòñÿ).





Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ


1. (Ñ. Âîë÷åíêîâ) Ñåìü ëûæíèêîâ ñ íîìåðàìè 1, 2, ... , 7 óøëè ñî ñòàðòà ïî î÷åðåäè è ïðîøëè äèñòàíöèþ – êàæäûé ñî ñâîåé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäûé ëûæíèê ðîâíî äâàæäû ó÷àñòâîâàë â îáãîíàõ. (Â êàæäîì îáãîíå ó÷àñòâóþò ðîâíî äâà ëûæíèêà – òîò, êòî îáãîíÿåò, è òîò, êîãî îáãîíÿþò.) Ïî îêîí÷àíèè çàáåãà äîëæåí áûòü ñîñòàâëåí ïðîòîêîë, ñîñòîÿùèé èç íîìåðîâ ëûæíèêîâ â ïîðÿäêå ôèíèøèðîâàíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî â çàáåãå ñ îïèñàííûìè ñâîéñòâàìè ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ïðîòîêîëà.


2. Ïî ÷åòûðåì ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèìñÿ äîðîãàì èçäàëåêà ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè èäóò 4 ÷åëîâåêà. Èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûé âñòðåòèòñÿ ñî âòîðûì, ñ òðåòüèì è ñ ÷åòâåðòûì; âòîðîé âñòðåòèòñÿ ñ òðåòüèì è ñ ÷åòâåðòûì, ïðè÷åì «òðîéíûõ» âñòðå÷ íå áóäåò. Âñòðåòÿòñÿ ëè òðåòèé è ÷åòâåðòûé?


3. (Á. Áåäíîâ, Î. Êîñóõèí) Òðè ñïîðòñìåíà ñòàðòîâàëè îäíîâðåìåííî èç òî÷êè A è áåæàëè ïî ïðÿìîé â òî÷êó B êàæäûé ñî ñâîåé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Äîáåæàâ äî òî÷êè B, êàæäûé èç íèõ ìãíîâåííî ïîâåðíóë îáðàòíî è áåæàë ñ äðóãîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ê ôèíèøó â òî÷êå A. Èõ òðåíåð áåæàë ðÿäîì òàê, ÷òîáû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòüñÿ â òî÷êå, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êîòîðîé äî ó÷àñòíèêîâ çàáåãà áûëà íàèìåíüøåé. Èçâåñòíî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò A äî B ðàâíî 60 ìåòðîâ, è âñå ñïîðòñìåíû ôèíèøèðîâàëè îäíîâðåìåííî. Ìîã ëè òðåíåð ïðîáåæàòü ìåíüøå, ÷åì 100 ìåòðîâ?


4. Ðåøèòå óðàâíåíèå: � EMBED Equation.3  ���.


5. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, x, y, z òàêîâû, ÷òî x2 + xy + y2 = a2; y2 + yz + z2 = b2; x2 + xz + z2 = c2. Âûðàçèòå âåëè÷èíó Ð = xy + yz + xz ÷åðåç a, b è c. 


6. Ðåøèòå óðàâíåíèå: � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, ãäå 0 < x < � EMBED Equation.2  ���.


7. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: � EMBED Equation.2  ���.


8. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ � EMBED Equation.2  ���


9. Íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, x, y, z òàêîâû, ÷òî a + x = b + y = c + z = s. Äîêàæèòå, ÷òî ay + bz + cx ( s2.


10. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ (x + y)(x + z), ãäå x, y è z – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è xyz(x + y + z) = 1.


11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ( + ( + (  = ( (( > 0, ( > 0, ( > 0), òî � EMBED Equation.2  ���.


12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (, ( è ( – îñòðûå óãëû è ( + ( + ( = (, òî sin( + sin( + sin( > 2.


13. Äîêàæèòå, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� (45( < ( < 90().


14. (Ã. Øòåéíãàóç) Â ðÿäå ñòðàí ïàðëàìåíòñêèå âûáîðû ïðîâîäÿòñÿ ïî ñèñòåìå ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïðåäñòàâèòåëüñòâà. Ïóñòü â íåêîòîðîì îêðóãå òðåáóåòñÿ âûáðàòü ïÿòü ÷ëåíîâ ïàðëàìåíòà. Â âûáîðàõ ó÷àñòâóþò òðè ïàðòèè À, Â è Ñ, êîòîðûå ïîëó÷àþò ìàíäàòû ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó ïîäàííûõ ãîëîñîâ çà èõ ñïèñêè. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ïåðåñ÷åòå êîëè÷åñòâî ìàíäàòîâ îêàçûâàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íå öåëûì. Ïðåäëîæèòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâî ìàíäàòîâ äëÿ êàæäîé ïàðòèè â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ïîäàííûõ çà íåå
